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DAS MATHEBUCH - Losung zu Aufgabe vVpuuY

Fiir jede Funktion ist der geometrische Flacheninhalt im Intervall zwischen der kleinsten und
groffiten Nullstelle zu bestimmen. Zuséatzlich berechnen Sie iber dasselbe Intervall auch die
orientierte Flache, um beide Ergebnisse miteinander zu vergleichen.

Tipp: Bei manchen Funktionen hilft Symmetrie fiir eine einfachere Berechnung.

a) f(z)=2%+2% - 62

0=2%+22-6z

=z(2? + 2 —6) |21 =0

O=a2’+z—6
T9/3 = —0.5+£ 0.5 46

To=2 V x3=-3

Die Nullstellen sind der Gréfie nach —3, 0 und 2.

0
A1:/ (23 + 2% — 62) dz
-3

(a1 2]0
—[495—1-31' 3

Ag = |A1| + |Ag]
o) |-
4 3
6316

4 3

253
= — ~21.083
12
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Vergleich: Die orientierte Flache Ap =~ 10.417 ist betragsméfig kleiner als der
Flacheninhalt Ag ~ 21.083, weil beim Integral die Teilflachen unterhalb der z-Achse
negativ zdhlen und sich mit denen oberhalb teilweise aufheben.
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b) f(z) = —223 — 222 + 4z

0=—22% 222 + 4z
= x(—202 —22+4) |z,=0

0=—22% -2z +4 | :(—2)
=2’ 4+x—2
$2/3 = —05:|: V 052 —|—2

rzo=1 V x3=-2

Die Nullstellen sind der Gréflie nach —2, 0 und 1.

0
A = / (—22° — 22° + 4x) dx
-2

Ag = / 223 — 22% + 4x) dz

1

1 +2
2 l’ :I:O

-14—;13+2-12—0

Ag = |A1] + |Ag]

=5 +[g
] 3 6
_16, 5
3 6
37

= ~6.167
6
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Ap = /12(—2

23— 22% + 4z) dx

2 3 2]1
- = 2
3:1: + 2z .

2
—Z.13492.12 =
3 +

<_

1
2

(D=2 (22 (-2P)

Vergleich: Die orientierte Flache Ap = —4.5 ist betragsméfig kleiner als der
Flacheninhalt Ag = 6.167, weil beim Integral die Teilflichen unterhalb der x-Achse
negativ zdhlen und sich mit denen oberhalb teilweise aufheben.
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c) f(z)=a*—522+4

0=2a*—5z2+4 2=z
=22 -52+4

21/2:2.5:l: V 252—4

z71=4 V z29=1 |z =2

=2 V x9=-2 V x3=1 V z4=-1

Die Nullstellen sind der Groéfie nach —2, —1, 1 und 2.
Da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist, geniigt es, die Teilflichen von 0 bis

2 zu berechnen und zu verdoppeln:

1
(2 — 522 +4) dx

=
I
S—

=500,

= |-z’ —-x x

5 0
1 5

=_-.1°_-Z. 4.-1-0
5 3 *

_ 38

15

1
:[5385 gx3+4x]1
1 5 1 5
= —.29 - Z.9344.9 (-15 =3 4-1)
3 + 5 3 +
_ 1638
15 15
_ 2
15
¢ =2 (|A1] +|A2])
=2+ (|5 +]-%)
(B
=2.4
=8
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Da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist, gilt:

2
Ao :/ (z* — 522 +4) dx
-2

2
:2/ (z* — 52% +4) dx
0

1 2
=2 [5$5 - gx?’ —1—41}0

1 5
=92(=.2°_2.93 4-2—0)
(5 5 4T

16
—9._
15

32
= — ~2.133
15
Vergleich: Die orientierte Flache Ap = 2.133 ist betragsméfig kleiner als der
Flacheninhalt Ag = 8, weil beim Integral die Teilflichen unterhalb der x-Achse negativ
zéhlen und sich mit denen oberhalb teilweise aufheben.
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d) f(z) =23+ 322 — 10z — 24

0=2a+32>—102-24 |z;=3

13 —-10 —24
3 3 18 24
1 6 8 0

= q(z) = 2® + 62 +8
0=a”+6x+8

1132/3:—3:|:\/32—8

To=-2 V x3=-4

Die Nullstellen sind der Gréle nach —4, —2 und 3.

-2
Ay = / (23 4 322 — 10z — 24) dx
—4
-2
= {1334 + 23 — 5x? — 24z
4 4

= 1 (2 (2P -5 (-2 - 20 ()
1
(G0 0P -5 (-2 ()
=24-16
=38

Seite 7/17

1 1
:1-34+33 5.32—24-3—(4-(—2)4+(—2)3—5 (—2)? — 24 (-2))
279
=—— -2
4
_ 3T
4
Ag = [A1] + | Ay
375
=+ |-
375
=S8t
407
= — =101.
1 01.75
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/ 23 + 322 — 10z — 24) dx

3
= { e 2 _ 24z
—4
1 3 2
=1 31433 -5.32-24-3
1
(G (4P 5 (4P - 21 (-9)
279
=27
1 6
343
=- = —85.75

Vergleich: Die orientierte Flache Ao = —85.75 ist betragsméfig kleiner als der
Flacheninhalt Ag = 101.75, weil beim Integral die Teilflichen unterhalb der z-Achse
negativ zdhlen und sich mit denen oberhalb teilweise aufheben.
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e) f(z) = —a3+42% + 7z — 10

0=—a3+42® + 7210 |z =1

-1 4 7 —-10
1 -1 3 10
-1 3 10 0

= q(z) = —2® + 32+ 10
0=—2%43z+10 | :(—1)
=%~ 32— 10
a3 = 1.5+ V1.52+10

To=5 V x3=-2

Die Nullstellen sind der Gréfle nach —2, 1 und 5.

1
A = / (=2 4 42 + 72 — 10) dx
-2

1 4 7 !
= {—xél + 23 4 —x? — 10x]
-2

4 3 2
1 4 7 1 4 7
=——.1*4+-.13 -12—10-1—(—-—24 — . (=2)3 .—22—10.—2>
R AR 1 (D 5 (2P 5 (<22 - 10 (-2)
__65 o8
12 3
.9
4
5
Agz/(—x3+4x2+7x—10)dx
1
1 4 5
:[—4334—1—3303—1—;:62—1041
1 4 4 3 7 2 ( 1 4 4 3 7 2 )
= __. Z. —.52_-10-5—(—-2-1 Z.1 ~.17-10-1
13 g 451005 TR 0
(-5
12 12
_ 160
3
Ag = A1 + |A,]
L
] 4 3
_ 99, 160
4 3
937
= 5 A T8.083
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5
Ao = / (=2 4 422 + Tz — 10) dx
-2

L, 44 T, ]5
= a2’ + 2t — 1
[4x—|—3x—|—2x 0:17_2
_ 1 4 4 3 7 2 (1 4 4 3 7 2 )
=50 g g 1005 1D (2P 5 (27104 (-2)
_ 57558
12 3
343
= — = 28.
B 8.583

Vergleich: Die orientierte Flache Ap & 28.583 ist betragsméfBig kleiner als der
Flacheninhalt Ag = 78.083, weil beim Integral die Teilflichen unterhalb der z-Achse
negativ zdhlen und sich mit denen oberhalb teilweise aufheben.
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f) f(x)=2*—4.2522 +1

0=za*—42522+1 22 =z
=22 4952 +1
z1j9 = 2.125 £ V/2.1252 — 1
z71=4 V  z,=0.25 |z =2

rT1=2 V x29=-2 V x23=05 VvV x4=-05

Die Nullstellen sind der Groéfie nach —2, —0.5, 0.5 und 2.

Da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist, geniigt es, die Teilflichen von 0 bis
2 zu berechnen und zu verdoppeln:

0.5
A = / (z? — 4.252% + 1) da
0

1 17 0.5
= [xf’ — 234 :C]

5 12 0
_1 5 17 3
= 0.5 5 0.5° +0.5—-0
_
240
2
AQZ/ (¢! — 4.252% + 1) d
0.5
I r
=|zx" — <z’ t+uw
{5 12 0.5
1 17 1 17
=-.22-—.2542_(2.05"-—.0.5° )
5 52t (5 0.5 5 0.5% +0.5
__ 4
15 240
_ 21
80

Ag =2 (|A1] + |A2])

=2 ((anl )
240

_ 5. ( + 261>
240 80
431
120
431

= _— ~ 7.183
60
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Da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist, gilt:

2
Ao = / (2t — 4.252% + 1) dx
-2

2
= 2/ (z* — 4.252% + 1) da
0

1 1 2

0
1 17
=2(=-.25 - — .23 2—0)
(5 TR
_2.(_44>
15
88
= ~ —5.867
15

Vergleich: Die orientierte Flache Ap ~ —5.867 ist betragsméfig kleiner als der
Flacheninhalt Ag ~ 7.183, weil beim Integral die Teilflichen unterhalb der x-Achse
negativ zdhlen und sich mit denen oberhalb teilweise aufheben.
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g) f(x) =0.52% —2.52% + 2z

0=0.52° — 2.52% + 22

= 2(0.5z* — 2.52% 4 2) |z =0
0 =0.52% — 2.52% + 2 |:0.5
=z* 52?2 +4 |m2:z
=22 -52+4
21/2 :25:i: V 252—4
z71=4 V z29=1 |z =2

To=2 V x23=-2 V x4=1 V z5=-1

Die Nullstellen sind der Gréfle nach —2, —1, 0, 1 und 2.

Da die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung ist, geniigt es, die Teilfldichen von 0
bis 2 zu berechnen und zu verdoppeln:

1
A = / (0.52° — 2.52° + 2z) dx
0

12 8 0

T TR
12 8

1

24

2
Ay = / (0.52° — 2.52° 4 2x) dx
1

1 6 4 22
:{12’: “8" ”L
1 .+ 5 1
:7.26_7_24 22 (.16__14 12)
12 8 + 12 8 +
2 1
3 24
__9
8

Ag =2 (|A1] + [A2])
11 9
=2 (|31 +]5))
11 9
—2'(24+8>
_, 19
12

19
= — ~ 3.167
6
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Da die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung ist, heben sich die Teilflachen links
und rechts der y-Achse beim Integral auf:

2
Ao = / (0.52° — 2.52° 4 2x) dx
-2

Vergleich: Die orientierte Flache ist Ap = 0, der Flidcheninhalt aber Ag =~ 3.167. Die

Teilflichen oberhalb und unterhalb der x-Achse sind gleich grofi und heben sich beim
Integral vollstdndig auf.
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h) f(x) =0.52* — 522 4+ 4.5

0=0.5z% — 522 + 4.5 1:0.5
=zt —102%24+9 |22 =2
=22 10249

21/2:5i\/52—9
z21=9 V 2z=1 |x:ﬁ

=3 V x9=-3 V x3=1 V z4=-1

Die Nullstellen sind der Groéfle nach —3, —1, 1 und 3.

Da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist, geniigt es, die Teilflichen von 0 bis
3 zu berechnen und zu verdoppeln:
1
Ay = / (0.52* — 52% 4 4.5) dx
0

1 5 !
= {m‘r’—x + 4.5z

10 3 0
1 5

=—.1"-2.13445-1-0
10 3 +

M

15

3
Ay = / (0.52% — 522 + 4.5) d
1

1 5 5 3 3
=|—z° - 4.5

Lofc 3:L‘+ :1:]1

1 5 1 5
=—.3P_-_.33445.3-(—-1°-=.13+45 1)

10 3 + (10 3 +
_ 36 M
5 15
152
15

Ag =2 (JA1] + |A2])
152
=2 (|35 + |- )
B ( +152)
- 15 15
1
_ o 196
15

392

=" ~926.133

15
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Da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist, gilt:

3
Ao = / (0.52% — 522 + 4.5) d
-3

3
= 2/ 0.5z — 52% 4+ 4.5) da
0

1 5 3
=92 | —a - Za? 4.5}
[1090 3w+ xo

1 5
:2(-35—-33+4.5-3—0>

10 3
_9. <_36)
5
— P 4
5

Vergleich: Die orientierte Fliache Ag = —14.4 ist betragsméfig kleiner als der
Flacheninhalt Ag ~ 26.133, weil beim Integral die Teilflachen unterhalb der z-Achse
negativ zdhlen und sich mit denen oberhalb teilweise aufheben.
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i) f(z) =23 -9z

0=2a®—9z
= z(z? - 9) | z1 =0
22 -9=0 | +9

=9 |/
To=3 V x3=-3
Die Nullstellen sind der Gréfie nach —3, 0 und 3.

Da die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung ist, geniigt es, die Teilflachen von 0
bis 3 zu berechnen und zu verdoppeln:

3
Alz/ (2% — 9z) dx
0

(14 92}3
_[41: 2" |,

81
= — =405
2

Da die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung ist, heben sich die Teilflachen links
und rechts der y-Achse beim Integral auf:

3
Ao = / (23 — 9z) dx

-3

1 3
-3

4 27 |4

I o 9 2_(1 aya_ 9 2)
=13 g? 4 (=3) 2( 3)
_81_<_81>
4 4
=0

Vergleich: Die orientierte Flache ist Ap = 0, der Flacheninhalt aber A = 40.5. Die
Teilflichen oberhalb und unterhalb der x-Achse sind gleich grofi und heben sich beim
Integral vollstdndig auf.
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