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DAS MATHEBUCH - Losung zu Aufgabe cNm9u4

Wihrend eines Hochwassers wurde in einer Stadt der Wasserstand h eines Flusses iiber
mehrere Tage hinweg beobachtet. Die Messwerte sind in der nebenstehenden Abbildung als
Graph dargestellt.

Der Verlauf der Hochwasserwelle 1asst sich im betrachteten Zeitraum durch die Funktion
h(t) = 7710t4 - 3—16t3 + %tQ + % modellieren (0 < ¢ < 10; ¢ in Tagen, h in Metern).

| A(2)

a) Beschreiben Sie mithilfe des Graphen in eigenen Worten, wie sich der Wasserstand im
Verlauf der Hochwasserwelle verdndert.

Zu Beginn liegt der Wasserstand auf einem normalen Niveau. Danach steigt er an,
zunéchst immer starker und spéter weiter, aber nicht mehr so stark. Nach einigen Tagen
erreicht der Fluss seinen hochsten Stand. Anschlieffend sinkt der Wasserstand wieder:
erst immer schneller, dann immer langsamer, bis schliefflich wieder das Normalniveau
erreicht ist.

b) Bestimmen Sie den normalen Wasserstand zu Beginn der Messung (¢ = 0).

1 1 5 1
h0)= — -0 — — .03+ — - 0°+ = =0.2
(0) 720 36 0 360 T3

Der normale Wasserstand zu Beginn der Messung betrigt 0.2 m, also 20 cm.

c) Ermitteln Sie, wie stark der Wasserstand am Ende des ersten Tages zunimmt
(momentane Anderungsrate bei t = 1). Geben Sie das Ergebnis mit Einheit an.

1.4 1, 5
180 12t+18t

1 1 5 1
M= — - —+ —=-=02
h(1) 180 12 718 5 0

Am Ende des ersten Tages steigt der Wasserstand also um 0.2

h'(t)

_m
Tag*
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d) Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem der Wasserstand am schnellsten ansteigt.
Berechnen Sie auflerdem, wie grof§ diese maximale Anstiegsrate ist.

Gesucht ist das Maximum der Anderungsrate h’'(t), also ein Wendepunkt von h.

1 1 5

R'(t) = @ 1121& ;181&
h'(t) = 610t2 —16t + 3
R (t) = 30t 6
notw. Bed.: h’/(t) =0
0:6—10t2—ét+% | -60
50
=t* — 10t + 3

/ 50

tijg =5+4/5%2 — —

1/2 3
5

5
t1:5+§\/§z7.887 v t2:5—§\/§%2.113

hinr. Bed.: A”(t) =0 A A" (t) #0
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1 1
R <5 - Zﬁ) =35 <5 + g\/§> 5= *1/83 ~ 0.096 > 0 = stéirkste Abnahme
5 1 5 1 V3
"y —= =—(5—-= ——=———1~—0. ark Ansti
h (5 3\/§> 30 (5 3\/3) 5 13 0.096 < 0 = starkster Anstieg

Bei t3 & 2.113 hat A’ ein Maximum. Maximale Anstiegsrate:

/ _ b s L 2, 0 ~
W(2113) = oo - 2.018° — 5 - 2.118° 4 - 2,113 ~ 0.267

Der Wasserstand steigt also nach etwa 2.11 Tagen am schnellsten an. Die maximale

Anstiegsrate betragt dabei etwa 0.27 T%g.
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e) Die Hochwasserschutzmauer ist 1 m hoch. Ermitteln Sie, in welchen Zeitabschnitten der
Wasserstand diese Marke tiberschreitet und somit Teile der Stadt iiberflutet sind.
(Tipp: Die Losung kann direkt iiber die Tabellenfunktion des Taschenrechners angegeben
werden; Startwert 0, Endwert 6, Schrittweite 1.)

Das Horner-Schema kann hier aus technischen Grinden nur mit der Variable
x dargestellt werden. Sie kénnen selbstverstandlich mit t rechnen.

ht) =1
1 4, 1.4 5,5 1
— - B 2 — =1 | -1
720" 36 36 5 |
1 1 5 4
th——34+ 42— —=0 |-720

7200 36 36 5
th—20t3 + 10062 =576 =0 | t; = —2

1 —20 100 0 —2576
-2 -2 44 — 288 576
1 —22 144 —288 0

0=1t3—22t + 144t — 288 |ty =4

1 —-22 144 —288
4 =72 288
1 —18 72 0

0=t>— 18t + 72
tay=9+V92 -T2
t3=12 V t4=6
Im betrachteten Intervall 0 < ¢ < 10 sind damit ¢t = 4 und ¢4 = 6 die relevanten

Schnittstellen. Mit der Tabellenfunktion ergibt sich ebenfalls A(4) = 1 und h(6) = 1,
dazwischen gilt z. B. h(5) ~ 1.068 > 1.

Der Wasserstand iiberschreitet die 1-m-Marke also im Zeitabschnitt 4 < ¢ < 6. In diesem
Zeitraum sind Teile der Stadt Uberflutet.
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f) Bestimmen Sie Zeitpunkt und Hohe des hochsten Wasserstands.

h/(t) 1 t3_i 2 o

= 2+ =t
o' 120 TR
1 1.5
R(t) = —t* — —t + —
O=%" 6" s

notw. Bed.: h/(t) =0

1 1 5
0= —3— 2+ ¢t ]-180
180 T |

18
=3 — 15¢% + 50¢
= t(t? — 15t + 50) |t, =0

0=t>— 15t + 50

tays = 7.5+ V/7.52 — 50
ta=10 V t3=5

hinr. Bed.: A'(t) =0 A  h'(t) #0

B(0) = 138 >0  =TP
h"(10) = 1—58 >0 = TP
h'(5) = —% <0 = HP
y-Wert: h(t) =y
(5):%-54—%-53—1—%62—1—5:%%1.068 = HP(5 | 1.07)

Der hochste Wasserstand tritt also nach 5 Tagen auf und betragt etwa 1.07 m.
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g) Ermitteln Sie, ab welchem Tag das Hochwasser endgiiltig vorbei ist (Wasserstand wieder
auf Normalniveau).

Gesucht ist der Zeitpunkt, an dem der Wasserstand wieder den Normalwert aus b)
erreicht, also h(t) = 0.2.

1 4 1 3 2
— P+ 24+ - =02 |-02
7200 36 36 5 |
1, 1.4 5.,
— - P = 72
700 36l Tt —0 [T

t* — 20t +100t2 = 0
0 = t* — 20¢3 + 100¢2
=t3(t* =20t +100) |t1 =0

0=t2—20t+ 100
t2/3 = 10 Zi: \/ 102 - 100
to = 10

Das Hochwasser ist also nach 10 Tagen endgiiltig vorbei. Der Wasserstand hat dann
wieder das Normalniveau erreicht.
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