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DAS MATHEBUCH - Losung zu Aufgabe 9WAjLt

Bei einer groBen Veranstaltung (z. B. Messe, Konzert oder Festival) wird der Einlass tiber
Scanner geregelt. Schon kurz nach Offnung kommen viele Besucher gleichzeitig, wihrend die
Abfertigung zundchst durch Personalbesetzung und Sicherheitschecks begrenzt ist. Dadurch
entsteht eine Warteschlange, die sich im Verlauf wieder abbauen kann — oder im ungiinstigen
Fall weiter anwéchst. Es wird zwischen zwei Gréflen unterschieden:

Ankunftsrate A(t): Anzahl ankommender Personen pro Minute

Abfertigungsrate S(t): Anzahl abgefertigter Personen pro Minute

Dabei gilt ¢ in Minuten nach Offnung, 0 < ¢ < 60. Zu Beginn stehen bereits W (0) = 120
Personen in der Warteschlange.

Ankunftsrate: A(t) = —0.02¢% + 1.2t + 25
Abfertigungsrate (konstant): S(t) = 35

a) Stellen Sie ein Modell fiir die Warteschlange W (¢) auf, indem Sie eine geeignete
Bilanzgleichung formulieren. Bestimmen Sie anschlieflend die Warteschlangenlénge
W (60). Tipp: Der Ansatz zur Losung dieser Aufgabe lautet W’(t) = A(t) — S(t).

W'(t) = A(t) — S(t)
= —0.02¢%> + 1.2t + 25 — 35
= —0.02t> + 1.2t — 10

Durch Integrieren erhilt man:

W(t) = /(—0.02152 + 1.2t — 10) dt

1
=——34+0.6t2— 10t
150 + 0.6 0t +C

Mit W (0) = 120 folgt:

W(0) =120
1 3 2
— 6-02-10- =12
5 00 +06-0°-10.0+C 0
C =120
:»W(t):—it3+06t2—10t+120
150 '
1
W(60) = ~15 -60% + 0.6 - 60% — 10 - 60 + 120
= —1440 + 2160 — 600 + 120
= 240

Nach 60 Minuten befinden sich also noch 240 Personen in der Warteschlange.
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b) Fiir die Einsatzleitung ist wichtig, wann die Schlange am liangsten ist, um Personal
gezielt zu verlagern. Ermitteln Sie den Zeitpunkt und die maximale Warteschlangenlédnge
im Modell.

W'(t) = —0.02t> + 1.2t — 10
W’ (t) = —0.04¢ + 1.2
notw. Bed.: W/(t) =0

0=—0.02t> +1.2t — 10 | :(—0.02)
= t* — 60t + 500

t1 5 = 30 = /302 — 500

t1 =50 V ty3=10

hinr. Bed.: W/(t) =0 A W"(t) 40

W”(50) = —0.04-50+1.2 = —0.8 <0 = HP

W”(10) = —0.04-10+1.2=0.8 >0 = TP
y-Wert: W(t) =y
860
W (50) = —- ~ 286.667 = HP(50 | 286.67)
220

W(10) = KN ~ 73.333 = TP(10 | 73.33)
Randwerte:
W(0) =120 A W(60) =240

Die Randwerte sind kleiner als W (50). Die Warteschlange ist also nach 50 Minuten am
langsten. Die maximale Warteschlangenlédnge betragt rund 287 Personen.

c) Bestimmen Sie die durchschnittliche Ankunftsrate im Zeitraum [0; 60]. Nutzen Sie dazu
den Mittelwert der Funktion A(t).

1 60
- o/ (—0.02% + 1.2¢ + 25) dt
- 0
17 1 00
BN ST
60[ 150! OO
1 1 3 2
= oo (15 60° +06-60° +25-60 —0
1
= o5 (1440 + 2160 + 1500)
2920
= 37
60

Die durchschnittliche Ankunftsrate betragt also 37 Personen pro Minute.
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d) Bestimmen Sie, um wie viel Prozent die maximale Ankunftsrate im Zeitraum [0; 60] die
Abfertigungsrate iibersteigt. Fiir die Personalplanung gilt die Regel: Ubersteigt die
maximale Ankunftsrate die Abfertigungsrate um mehr als 20 %, soll weiteres
FEinlasspersonal eingesetzt werden. Entscheiden Sie, ob Personal aufgestockt werden muss.

A'(t) = —0.04¢ + 1.2
A"(t) = —0.04

notw. Bed.: A’(t) =0
0=—004t+1.2 |-12

—0.04t = —1.2 | :(—0.04)
t =30
hinr. Bed.: A'(t) =0 A A"(t) #0

A"(30) = —0.04<0 = HP

y-Wert: A(t) =y
A(30) = —0.02 - 302 +1.2-30 + 25 = 43 = HP(30 | 43)
Randwerte:
A0)=25 A A(60) =25

Die maximale Ankunftsrate betriagt also 43 Personen pro Minute, die Abfertigungsrate

35 Personen pro Minute.
_43-35

- 100
P="35 %
8
=2 100
35 %
~ 22.86 %

Die maximale Ankunftsrate tibersteigt die Abfertigungsrate also um etwa 22.86 %. Da
22.86 % > 20 % ist, muss weiteres Einlasspersonal eingesetzt werden.
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